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 Integral Reimann

e Trapezoida

e Simpson 1/3

e Simpson 3/8

e Kuadratur Gauss 2 titik
e Kuadratur Gauss 3 titik
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« Di dalam kalkulus, terdapat dua hal penting yaitu
Integral dan turunan(derivative)

* Pengintegralan numerik merupakan alat atau cara
yang digunakan oleh ilmuwan untuk memperoleh

Jjawaban hampiran (aproksimasi) dari
pengintegralan yang tidak dapat diselesaikan

secara analitik.
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EGRASI NUMERIK

Fungsi yang dapat dihitung integralnya :

Fungsi yang rumit misal :

2 +cos(1+ x%) 05
——¢ " dx
J1+0.5sinx

. axn+l
ax”" dx = +C
. n+1
. - eax
e“dx = +C
. a

.Sin(ax +b)dx = —%cos(a +b)+C

.COS(ax +b)dx = %sin(a +b)+C

'ldx=|n|x|+c
* X

.|n|x|dx=x|n|x|—x+C
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« Perhitungan integral adalah perhitungan dasar yang
digunakan dalam kalkulus, dalam banyak
keperluan.

 digunakan untuk menghitung luas daerah yang
dibatasi oleh fungsi y = f(x) dan sumbu Xx.

e Penerapan integral : menghitung luas dan volume-
volume benda putar
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» Penjumlahan berbobot dari nilai fungsi
[ £ Zc f(x)
= Cof(xo) +o f(n)+..+c,f(x,)

1 Ax)
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« Melakukan penginteralan pada bagian-bagian kecil, seperti saat
awal belajar integral — penjumlahan bagian-bagian.

« Metode Numerik hanya mencoba untuk lebih cepat dan lebih
mendekati jawaban eksak.
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Dasar Pengintegralan Numerik

Formula Newton-Cotes

- Berdasarkan pada

1= fexdx= [ f, (o

» Nilal hampiran f{x) dengan polinomial

n—1 n

X)=a, +a,x+---+a_ X +ad X
n 0 1 n—1

n
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sa juga fungsi kubik atau
pollnomlal yang lebih tinggi

fx) 4
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 |_uas daerah yang diarsir

L dapat dihitung dengan
. b
* L= [ /()
a y=1(x)
| L
S X
a b !
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0.5 . . : '
x*cos(3*x)*exp(-2*x)+0.35 —
x*cos(3*x)*exp(-2*x)+0.35 —
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0.45

4 S
0.35 ya - ]

03 ]

0.25

N

0.2
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
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 |Luasan yang dibatasi y = f(x) dan sumbu x

 Luasan dibagli menjadi N bagian pada range x
= la,b]

« Kemudian dihitung LI : luas setiap persegi
panjang dimana Li = Axi. f(xi)
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 Luas keseluruhan adalah jumlah Li dan dituliskan :
L=Ly+Li+L,+..+L,
= f (g JAg + f (o )JAey + (o JAx, +.ot f (v, JAx

:gf(xi)Axi

 Dimana Axy =Ax =Ax, =...=Ax, = h
o Didapat b "

[ fxHx=hY f(x;)

p i=0
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Contoh L= [va
0
« Hitung luas yang dibatasi y = x? dan sumbu X
untuk range x = [0,1]
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Crmeq Py Contoh

e Dengan mengambil h=0.1 maka diperoleh tabel :

X 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
f(x) 0 0.01 0.04 0.09 0.16 0.25 0.36 0.49 0.64 0.81

L= hZf(xz)

=0.1(0 +0.01+0.04 + 0.09 + 0.16 + 0.25 + 0.36 + 0.49 + 0.64 + 0.81+1.00)
= (0.1)(3,85)=0,385 1
« Secara kalkulus : I = Ixzdx —

0
o Terdapat kesalahan e = 0,385-0,333
. = 0,052
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Metode Integral Reimann

 Definisikan fungsi f(x)

« Tentukan batas bawah dan batas ata integrasi
e Tentukan jumlah pembagi area N

* Hitung h=(b-a)/N

e Hitung

L=h) f(x;)
i=0
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2
atau 7 7721L
1 — .
Lz — (fz + i+1)Ax =0 l
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Lna Metode Integrasi
Trapezoida
e Definisikan y=f(x)
e Tentukan batas bawah (a) dan batas atas
Integrasi (b)
e Tentukan jumlah pembagi n
e Hitung h=(b-a)/n

e Hitung A n—1
L Z—Kfo +2) . f; +fnj

PENS-ITS e


http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22

S

SSSSSSS

: f(x) +
h



http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22

Click Here to upgrade to '
Unlimited Pages and EXpa ' ° ° (J
Aturan Komposisi Simpson



http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22

: Pnr Your complimentary
use period has ended. .
‘g CO m p | ete Thank you for using Metode Numerik

PDF Complete.

\etode Integrasi
Simpson 1/3

« Dengan menggunakan aturan simpson, luas dari daerah yang
dibatasi fungsi y=f(x) dan sumbu X dapat dihitung sebagali
berikut: N0

=0-n

L=L1+L2+L3+...+Ln

A A R P VA A e A
o atau dapat dituliskan dengan:

(fo+4 2 fit2 2 f; +fJ

i ganjil i genap

o Disyaratkan jml pias (n) genap
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* Polinom interpolasi Newton-Gregory derajat 2
yang melalui ketiga titik tsb

x(x—h)
21h°

x(x— h)
21h*

Pox = f(x;) + %Af(xo) " A f(x,) = f, +%fo A f,
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Metode Numerik
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X fix) Af A f &f A'f
X fo Afy A’f A fo Ay
X fi Afy A’f, A f,

X2 ) Afy A’ f,

X3 fi Af 3

X4 fa

Lambang A menyatakan selisth maju. Arti setiap simbol di dalam tabel adalah:

Jo =fx)) =yo
fi =fx) =Y
f4 =ﬂx4)

Notasi: f, =flx,)
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Unlimited Pages ana

Afo =f - fo
Afy =f_2 - fi

Afs =fa-f

Notasi: Af,, =fyu - f, Bentuk Umum
Aff;) =Afl "Afo A”Hf;, _ Anpr _ A"j;, ‘
Afi = Af,-Af

Ay = Of; - A,
Notasi: A, = Af,. - A,

) =88
Aiﬁ = A‘:f_ = A-f]
Notasi: A"f,, = Azf,m - Af?
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(Buku Rinaldi Munir hlm 285)
 Integrasikan p2(x) pd selang [0,2h]

2h

20
L= f(x)dx szzxdx
0

2h

L= (fo +%Afo +x(x_h)A2foja’x

) 21h*
x° x°  x° -
L :fox+ﬂAfo +[6h2 - 4h2]A2fo |x=§h

4h? 8h® 4h?

L =2hf,x+—Af, + - A

foX + = Yo £6h2 4h] /o

ah ,

L=20fyx+ 2hfy +| =~ N,
h
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(Buku Rinaldi Munir hlm 286)
e Mengingat

Afo :fl_fO
AZfo = Af; — Afy :(fz_ﬂ)_(ﬂ_fo):fz_zfl"'fo

* Maka selanjutnya

Metode Numerik

L:2hj%x+2h(jj—fo)+%(f2—2f1+fo)

h . 2h, h
L =2hf,x + 2hf, - 2hf, +§f2 —?fl +§fo

h 4h h
ngfo"'?fl"'gfz

L=§(fo+4f1+f2)

PENS-ITS el


http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22

; Your complimentary
" use period has ended.

‘f Com plete Thank you for using Metode N umerik

Ciick Here to up Simpson 1/3 (tOtal)

L

total — I:f(x)dx = Tf(x)dx+Tf(x)dx+ ot Tf(x)dx

z%(f0+4f1+f2)+§(f2+4f3+f4)+...+§(ﬁz—2+4ﬁz—l+ﬁz)

z%(f0+4 iﬁ+2 nz_:ﬁ+ﬁz)

i=1,3,5 i=2,4,6

 Disyaratkan jumlah pias (n) harus genap
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- - 1 3
e Hitung integral fo dx

n-2

L

L, = 0.1/3*( f(0) + 2*(1) + 2*(2) + .

total —

=0.1/3*(0+0.002+0.16+0.54+0.128+0.25+0.432

+0.686+1.024+1.458+2)
= 0.333333 * 6.68
= 2.22666444

total F"’—(f‘“”‘ Zf'*" 2 fitfa)

i=1,3,5 1=2,4.6

+ 2*1(9) + f(10))
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INTEGRAST NUMERIK
SIMSON 1/3

f(x) = 2*x“3
Batas bawah a
Batas atas : 1
Jumlah pias : 10

1

HFOOODOOOO®O®X
. . . . L] . ] L ] L ]
WO -JONN AW =
NI O®™
| ] "
[y
N
0
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~ \etode Integrasi
Simpson 3/ 8

Dengan menggunakan aturan simpson, luas dari
daerah yang dibatasi fungsi y=f(x) dan sumbu X
dapat dihitung sebagal berikut:

N=0-n

L=L1+1l2+L3+...+Ln

L:lgh( fo+3f, 431, + f3)+:;’h( £, +3f,+3f + Jg)+§h+...+1;’i< foot3f 43, +f)

e atau dapat dituliskan dengan'

:_h] fo+2 T‘ﬁ
:/030 1,63'0
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« Hitung Integral dengan menggunakan

1
1
-([1+exdx

— Integral Reimann
— Integrasi Trapezoida
— Integrasi Simpson 1/3 dan 3/8
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mewode Integrasi Gauss

 Metode Newton-Cotes (Trapezoida, Simpson)
-> berdasarkan titik-titik data diskrit. Dengan
batasan :
— h sama
— Luas dihitung dari a sampali b

* Mengakibatkan error yang dihasilkan cukup
besar.
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mewode Integrasi Gauss
Misal menghitung Luas dengan metode trapezoida dengan selang [-1,1]
I= j f(x)dx~— (fO+/CD)~fO+/D

h =1—(—1) =2
Persamaan ini dapat ditulis (disebut pers Kuadratur Gauss)

1
I= [ f(x)dxme, [ (x,) + ¢, f (x,)
-1
Misal x,=-1, X,=1 dan ¢,=c,=h/2=1 - menjadi metode trapezoida

Karena Xy, X, ,c; dan ¢, sembarang maka kita harus memilih nilai tersebut
sehingga error integrasinya minimum
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mewode Integrasi Gauss

Bagalmana mencari X4, X, ,c; dan ¢, ? Karena ada 4 perubah
yang tidak diketahui, maka harus ada 4 persamaan simultan
yang mengandung X,, X, ,c; dan c,.

Dapat dilihat bahwa nilai integrasi numerik dengan metode
trapesium akan tepat (error = 0) untuk fungsi tetap dan fungsi
Misalnya persamaan-persamaan di bawah ini dijadikan fungsi
Integral pada interval integrasi [-1, 1]

f(xX)=1;f(x)=x; f(x) =x°; f(x) = x3
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de Integrasi Gauss

1= f(x)dx =, f(x)+¢,/(x,)

f(x) = 1—>j1dx x[F=1-(-1)=2=cl+c2

f(x)= x—)_[xdx }/ }/(1) —}/( 1)* =0=c,x, +c,x,

f(x)=x*

f(x)=x>>

1

[P =12 2= W - W (-1)° = 24 =eyxf + 0]

-1
1

[ x3dx = %x4 == }ﬁ(l)4 —}ﬁ(—l)4 =0=c,x. +c,x;

-1
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Sekarang sudah didapatkan 4
persamaan simultan sbb :

— ¢, =c, =1
Cl T CZ o 2 apabila dipecahkan L 2

menghasilkan

1
c,x, +¢c,x, =0 %=
2 2
C1Xp T CXp = % X, = T; = -0.577350269
3 3
c,x;, +c,x, =0

Sehingga : 1 1

1= [ 1ok = £+ (5
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mewode Integrasi Gauss

e Persamaan dibawah ini dinamakan metode Gauss
Legendre 2 titik

j £ (x)dx = f(T) +f<7)
« Dengan kaidah ini, menghitung integral f{x) di

dalam selang[-1, 1] cukup hanya dengan
mengevaluasi nilai fungsi 7di x=1/3 dan x =-1//3
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Transformasi

L. = if(x)dx — L. .= jf(U)dU

Range [a,b]
X

f(Xx)

dx

\ 20 25 28 \Z

PENS-ITS
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Transformasi

x—a u+l
b—a 2
2x—2a=w+1)(b—a)

Metode Numerik

2x=(u+1)(b—a)+2a a
. b—a+bu—au+2a
2

:(b+a)+(b—a)u -1
2 2

dx = %(b—a)du

X
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Transformasi
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L = jf(u)du _ j:f(x)dx

(b—a) (b+a)
2 2

(a+Db) (b a) jd

f(u)du = f( j (b—a)du

jf(u)du_—(b a)jf(
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Analisa

« Dibandingkan dengan metode Newton-Cotes (Trapezoida,
Simpson 1/3, 3/8) metode Gauss-Legendre 2 titik lebih
sederhana dan efisien dalam operasi aritmatika, karena
hanya membutuhkan dua buah evaluasi fungsi.

 Lebih teliti dibandingkan dengan metode Newton-Cotes.

 Namun kaidah ini harus mentransformasi terlebih dahulu
menjadi

jf(u)du
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mtegrasi Kuadratur Gauss
dgn Pendekatan 2 titik

(1) Definisikan fungsi f(x)
(2) Tentukan batas bawah (a) dan batas atas (b)
(3) Hitung nilai konversi variabel :

1

1
xzi(b—a)quE(bJra)

(4) Tentukan fungsi f(u) dengan:
f(u)du = (b-a)f(3(-a)u+} (b+2)

(5) Hitung: L:f(_%j f(%}
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Pertama vang harus dilakukan adalah menghitung u, dengan:

0

xza’x

y = 2x—(b+a) 2x-1

(b-a)

atau x=%(u+1)-) x? = (%(u +1))2
Dengan demikian diperoleh fungsi f(u):
2
11 1 2
fwdu===(@+D| ==(u+1
(w)dy 2[2@ )] S+D)

)
a3 3

1
]f(u)du = t{
-1

=2x—-1

Metode Numerik

Dengan menggunakan integrasi kuadratur gauss pendekatan 2 titik diperoleh :

3l

= 0.311004 +0.022329

= 0.33333

2
1)+
8
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Metode Numerik

I= j S ()dx xey £ () + ¢, f () + ¢, f (x5)

o Parameter x;, x,, X cl ., dan ¢, dapat dicari dengan membuat penalaran
bahwa kuadratur Gauss bernilai tepat (error = 0) untuk 6 buah fungsi

berikut : F(0) =L £(x) = x; f(x) = 32
f(x)=x7 f(x)=x" f(x) =x°

« Dengan cara yang sama dengan 2 titik didapatkan
5 8 5

C,=—iC) =—3;Cy =
9 9 9

x;, = —4/3/5 =—-0.774596669

x, =0

X, =+/3/5 =0.774596669
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Sehingga rumus luasannya menjadi :
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dengan Pendekatan 3 Titik

(1) Definisikan fungsi f{x)
(2) Tentukan batas bawah (a) dan batas atas integrasi (b)
(3) Hitung nilai konversi variabel :

K= %(b—a)u +%(b +a)

(4) Tentukan fungsi g{u) dengan:

g(u) = %(b ~a) fle-a)u+L@+a))
(5) Hitung:

L= gé(O)+§g[-J§J+§g[ %]
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Titik Bobot Absis Galat
(n) (k) (Wn k) (Tn k) pemotongan
2 1 | 1.000000000 | —0.577350260 [ = 7' (¢)
2 | 1.000000000 0.577350269
3 1 | 0.555555556 | —0.774596660 | = 5% (¢)
2 | 0.888888880 0.000000000
3 | 0.555555556 0.774596669
4 1 | 0.347854845 | —0.861136312 | = f(®)(¢)
2 | 0.652145155 | —0.330981044
3 | 0.652145155 0.339981044
4 | 0.347854845 0.861136312
5 1 | 0.236926885 | —0.906179846 | = F(19)(¢)
2 | 0.478628670 | —0.538469310
3 | 0.568888880 0.000000000
4 | 0.478628670 0.538469310
5 | 0.236926885 0.006170846
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e Menghitung Luas Daerah Berdasarkan
Gambar

e Menghitung Luas dan Volume Benda Putar
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Luas Daerah Berdasarkan
Gambar

3 ‘\f /I

Skala 1:100000

0 5 10 )

« Untuk menghitung luas integral di peta di atas, yang perlu dilakukan adalah menandai atau
membuat garis grid pada setiap step satuan h yang dinyatakan dalam satu kotak. Bila satu kotak
mewakili 1 mm, dengan skala yang tertera maka berarti panjangnya adalah 100.000 mm atau 100
m.

« Pada gambar di atas, mulai sisi kiri dengan grid ke 0 dan sisi kanan grid ke n (dalam hal ini
n=22). Tinggi pada setiap grid adalah sebagai berikut:

n 0 1 2 31 4| 5 6 7| 8 91 10| 11| 12| 13| 14| 15| 16
y(11) 0 125145 6| 7|65 6| 6|65|65| 655|135 3| 3| 0
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ghitung Luas Daerah

Berdasarkan Gambar

Dari tabel di atas, luas area dapat dihitung dengan

menggunakan 3 macam metode:
Dengan menggunakan metode integrasi Reimann

16
L=hYy, =735
i=0

Dengan menggunakan metode integrasi trapezoida

h 15
L= E(Yo T Ve T 22)’;’] =135

i=1

Dengan menggunakan metode integrasi Simpson

h
L=3(yo+y16 +4 D v +2 Zy,]:”

i=ganjil i=genap
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Benda Putar

 Luas benda putar:

b
L,= 27zjf(x)dx
* VVolume benda putar:

b
V,= 7[_[ [f(x)]2 dx
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e Bagian I:
e Bagian II:
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V, =7(4)(7)* =1967

L, =27(12)(12) = 2887 Vi =27(12)(12)° = 34567

Metode Numerik

=

)
satuan dalam cm

* Ruang benda putar dapat dibedakan menjadi 4 bagian

— bagian I dan 11l merupakan bentuk silinder yang tidak perlu
dihitung dengan membagi-bagi kembali ruangnya,

— bagian Il dan IV perlu diperhitungkan kembali.
L, =27(4)(7) =567
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« Sedangkan untuk menghitung bagian Il dan 1V diperlukan pembagian area
misalkan dengan mengambil h=1 diperoleh:

n of 1 2] 3 4 s
vin) 72l 100 11 118 12] 12

* PadabagianlldanIV: L, =L, dan y _p
« Dengan menggunakan integrasi trapezoida dapat diperoleh:

h 4
Ly(Ly)= 27[5{)’0 tTVs Tt 22)’1} =1087

i=1

4
V=V, )= ﬂg{yg + e+ zzyl?} ~1187.57
i=1
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» Luas permukaan dari botol adalah: j — L[ 4+ LH + LH[ + L[V

=567 +1087 + 2887 +1087
= 5607
=1758.4

V=V, +Vy+Vy+Vy
=196, +1187.57 + 3456, +1187.5
= 6024

e Luas=1758.4cm?2
 Volume botol adalah:

e Volume =18924.78 cm3
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